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Inleiding Statistiek 12:30-15:30

Het is toegestaan een (grafische) rekenmachine te gebruiken en het bijgeleverde
formuleblad. Het is niet toegestaan een boek, aantekeningen, telefoons of
apparaten met internetverbinding te gebruiken.

1. Bijgaand ziet u een QQ-plot van twee steekproeven van omvang n = 1000. Gegeven
is dat Y een steekproef uit een Geo(p) verdeling is.
(a) Uit welke verdeling komt de steekproef X7 (Kies van formuleblad.)

(b) Geef voor beide verdelingen een redelijke schatting voor de bijbehorende para-
meter(s).

(¢) Verklaar waarom de punten bij benadering op een rechte lijn liggen.
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2. Neem aan dat X7, ..., X, een steekproef is uit een Exp()\) verdeling, met onbekende
parameter A > 0. We willen toetsen

Hy: AX> X versus Hi: A<,
met significantieniveau «. Als toetsingsgrootheid nemen we
Tn = X(l) = min{Xl, ce ,Xn} s

en we verwerpen Hy als T}, > ¢, voor zekere c,,.

. . .
(a) Bepaal ¢, en laat zien dat het onderscheidend vermogen m(\) voor deze toets
gelijk is aan Mo,

(b) Bepaal de kans op een fout van de eerste soort als A\ = 2)¢ en de kans op een
fout van de tweede soort als A = A\g/2.

(¢) Twintig gloeilampen waarvan de levensduur een Exp(\) verdeling heeft worden
getest. Op ¢t = 10 gaat de eerste kapot. Bepaal de p-waarde als we bovenstaande
toets uitvoeren met A\g = %. Wordt Hy verworpen bij a = 0.057

3. De actieradius A van een elektrische auto is volgens de fabrikant minstens 450 kilo-
meter. In een test door de consumentenbond met n = 4 voertuigen wordt een ge-
middelde actieradius van 414 km gevonden bij een steekproefvariantie van 144 km?.
Neem aan dat de actieradius normaal verdeeld is, dus A ~ N (u, 0?).

(a) Toets de claim van de fabrikant bij een significantie van 5%. Geef de juiste nul-
hypothese en alternatieve hypothese. Bepaal ook (zo scherp mogelijke) onder-
en bovengrenzen voor de p-waarde.

(b) Na een software update worden er opnieuw 4 voertuigen getest. De gemiddelde
actieradius is nu 432 km en de steekproefvariantie is 180 km?. Toets met een
twee-steekproeven toets of de actieradius gelijk is gebleven na de update. Neem
aan dat de variantie o2 niet veranderd is. Gebruik een significantie van 5%.

4. Om te onderzoeken hoe vaak iemand die in Nijmegen woont de Waal oversteekt
worden n willekeurige passanten ondervraagd. We definiéren

X : aantal Nijmegenaren dat vaker dan 1 keer oversteekt,
Y : aantal Nijmegenaren dat minder vaak oversteekt,
n—X —Y : aantal passanten dat niet in Nijmegen woont.

Een onderzoeker neemt als model

n! L (1 Vo\"TEY
P =Y =) = e 7 (2_p> <2> '

Hierbij is p € [0, %] een onbekende parameter.

(a) Welke aanname heeft de onderzoeker gemaakt?

(b) Bepaal de maximum likelihood schatter voor p.



(c) Neem nu als a priori verdeling

[ 24p? 0<p<i
m(p) = { 0 elders

Bepaal de Bayes schatter T' voor p.
Hint: substitueer ¢ = 2p in de a posteriori kansdichtheid voor p.

5. Neem aan dat Xi,...,X, een steekproef is uit een discrete homegene verdeling
waarvan de kansverdeling gegeven is door

P(X =k)=—— k=0,1,....0,

waarbij § € N onbekend is. Om 6 te schatten zijn de volgende twee schatters
beschikbaar:

2 )
Tl:QX:nz;X”’ Ty = 2 - Mediaan(X1, ..., X,,).

(a) Laat zien dat T} en T3 zuivere schatters voor 6 zijn.

(b) Laat zien dat

62426

- 3n

U mag gebruiken dat ZZZO k2=15-0(0+1)(20+1).

(¢) Neem aan dat 6 oneven is. Laat zien dat dan geldt

MSE(T?)

P(T, — 6] > 1) > 1 als n oneven
(T=0202 0 1 () ()" alsneven

Leid hieruit af dat lim,_,.c MSE(7%) = 1. Gebruik dat (n%) ~ 2" /\/Tn/2.

(d) Welke schatter heeft uw voorkeur?

EINDE

Puntenverdeling volgens onderstaande tabel.

Opgave‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 H Gratis H Totaal
Punten | 10 [20 |20 [20 |20 10 | 100

Indien u p punten scoort en de cijfers by en by voor de bonusopdrachten behaald hebt, dan

is uw eindcijfer
2p + b1 + by

200



Formuleblad bij Statistiek

DIT BLAD IS NIET EEN SAMENVATTING OF OVERZICHT, EN DIENT SLECHTS ALS HULPMIDDEL.

Kansverdelingen
1. Alternatieve of Bernoulli verdeling: Alt(p) of Ber(p).
P(X=1=penP(X=0)=1-p. EX=p; Var(X)=p(1l—p).
2. Binomiale verdeling: Bin(n,p).
P(X=k) = (Z)pk(l —p)"*voor k=0,1,...,n. EX=np; Var(X)= np(l—p).
3. Geometrische verdeling : Geo(p).
P(X=k)=p(1—-p)Ftvoork=1,2,.... EX=1/p; Var(X)= (1-p)/p>

4. Poisson-verdeling: Pois(u).

k

P(X:k):%e_“ voor k =0,1,.... EX=pu; Var(X)= p.

5. Exponentiéle verdeling: Exp(\).
f(@)=XeMen F(zx) =1—e* voor  >0. EX=1/)\; Var(X)=1/)\2
6. Homogene of Uniforme verdeling op [a,b]: hom]a,b] of U(a,b).

1 _
f(z) = b—a ™ F(z)= gg_z voor a<z <b. EX= %(a+1b); Var(X)= %(b—a)
7. Normale verdeling: N(u,0?).
1 1 z—py2 r 1 1ot—py2
_ Lz _/ e — _ 2
x) = e 2V o /) en F(x) = e 2V e ) dt. EX= pu; Var(X)= o°.
I =7 R pi Var ()

8. Gamma verdeling: I', )\ (o, A > 0).

a—1lya,—Az o

f(z) = xI‘)(\ajl[O’oo)(x) met T(a) = /O t~le~tdt. EX=a/\; Var(X)=

a/\2.
9. Beta verdeling: B, 3 (a,5 > 0).

a—1(1 _ 81 1
fz) = x B(Za,/;’z)) 1[0,1](x) me;o B(a, p) = /0 tafl(l — t)ﬂfl dt.
o a
=157 = e s

Covariantie en correlatie
1. Definitie covariantie: Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY).
Eigenschappen: Cov (X,Y) = EXY—-EX-EY, Cov (rX + s,tY + u) = rt Cov (X,Y).

XY
2. Definitie correlatiecoéfficiént: p(X,Y) = Cov (X, ¥) .
V/Var (X)y/Var ()
3. Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y) + 2Cov (X, Y).

Empirische verdelingsfunctie

aantal elementen in de dataset <z
Voor een dataset van n elementen: F),(x) = -

n



Centrale limietstelling
Als X1, Xo,... een rij onafthankelijke stochasten is met alle dezelfde verdeling en met ver-
wachting ;¢ and variantie o2, dan geldt:

Centrale limietstelling;:

Xn—pu
lim P < =PZ<
s P (G <a) =Pz <

waarbij Z een N(0,1) verdeling heeft.

)5

Locatie-schaal families
De locatie-schaal familie van dichtheden behorende bij een dichtheid f, wordt gegeven

door .
{fa,A(-) =/ ( _Aa) la € R\ > 0}.

Als Z ~ fen X =AZ +a,dan X ~ f, ».

Kwantielen
Het a-onderkwantiel van een stochast X met verdelingsfunctie F' wordt gedefinieerd als

Fla)=inf{z € R|P(X <z)>a}.

Als X = A\Z +a, dan Fy'(a) = AF,'(a) +a. Voor een dataset 1, ..., x, schatten we het
a-onderkwantiel &, door k = [a(n+1)], n=a(n+1) =k en 2o = (1 — )z ) + 0T (t1)-

Schatters

De onzuiverheid (bias) van een schatter T" voor §: ET — 6.

Als T} en T, zuivere schatters voor 6 zijn, dan heet Ty efficiénter dan T} als Var (Tz) <
Var (Tl)

De ‘mean squared error’ van een schatter 7' voor §: MSE(T) = E(T — 0).

Eigenschap: MSE(T) = Var (T) + (ET — 6)%.

Gestandaardiseerd en gestudentiseerd steekproefgemiddelde
Als X; een N(u,0?) verdeling hebben voor i = 1,...,n, en onafhankelijk zijn, dan hebben
Xn— on Xp—pu
o/vn Sn/v/n
een N(0, 1), respectievelijk ¢(n — 1)—verdeling. Hierbij is ¢(n — 1) de ¢t-verdeling met n — 1
vrijheidsgraden. Verder geldt

52
(n—1)2% ~ 330 — 1),

Twee steekproeven

Bij de twee steekproeven t-toets:

(n=1)S% +(m-1)Sy (1 1
n+m—2 ’

n o m
Sz 82
Ongelijke varianties: SCQZ =X Y

Gelijke varianties: Sf, =

m
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4364
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0154
0119
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4325
3936
3557
3192

2843
2514
2206
1922
1660

1423
1210
1020
0853
0708

0582
0475
0384
0307
0244

0192
0150
0116
0089
0068

0051
0038
0028
0021
0015
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0008
0005
0004
0003

4681
4286
3897
3520
3156

2810
2483
2177
1894
1635

1401
1190
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0838
0694

0571
0465
0375
0301
0239

0188
0146
0113
0087
0066

0049
0037
0027
0020
0014

0010
0007
0005
0004
0003

4641
4247
3859
3483
3121

2776
2451
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1867
1611

1379
1170
0985
0823
0681

0559
0455
0367
0294
0233

0183
0143
0110
0084
0064

0048
0036
0026
0019
0014

0010
0007
0005
0003
0002

Tabel 1: Rechteroverschrijdingskans 1 — ®(a) = P(Z > a) van de
N(0, 1)-variabele Z.




m\P 0.1 0.05  0.025 0.01 0.005  0.0025 0.001 0.0005
1 3.078 6.314 12,706 31.821 63.657 127.321 318.309 636.619
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 14.089  22.327  31.599
3 1.638 2.353 3.182 4.541  5.841 7.453 10.215 12,924
4 1.533 2.132 2776  3.747  4.604 5.598 7.173 8.610
5 1476 2.015 2.571 3.365 4.032 4.773 5.893 6.869
6 1.440 1.943 2447 3.143  3.707 4.317 5.208 5.959
7 1415 1.895 2.365 2998  3.499 4.029 4.785 5.408
8 1.397 1.860 2.306 2.896  3.355 3.833 4.501 5.041
9 1.383 1.833 2.262 2.821  3.250 3.690 4.297 4.781
10 | 1.372 1812 2.228 2.764  3.169 3.581 4.144 4.587
11 | 1.363 1.796 2.201 2.718  3.106 3.497 4.025 4.437
12 | 1.356 1.782 2.179  2.681  3.055 3.428 3.930 4.318
13 | 1.350 1.771  2.160  2.650  3.012 3.372 3.852 4.221
14 | 1.345 1.761 2.145 2.624  2.977 3.326 3.787 4.140
15 | 1.341 1.753  2.131  2.602  2.947 3.286 3.733 4.073
16 | 1.337 1.746 2.120 2.583  2.921 3.252 3.686 4.015
17 | 1.333 1.740 2.110 2.567  2.898 3.222 3.646 3.965
18 | 1.330 1.734 2.101 2.552  2.878 3.197 3.610 3.922
19 | 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.174 3.579 3.883
20 | 1.325 1.725 2.086  2.528  2.845 3.153 3.552 3.850
21 | 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.135 3.527 3.819
22 | 1321 1.717 2.074 2508  2.819 3.119 3.505 3.792
23 | 1.319 1.714 2.069 2.500 @ 2.807 3.104 3.485 3.768
24 | 1318 1.711 2.064 2492  2.797 3.091 3.467 3.745
25 | 1.316 1.708 2.060 2485 2.787 3.078 3.450 3.725
26 | 1.315 1.706 2.056 2479  2.779 3.067 3.435 3.707
27 | 1.314 1.703 2.052 2473 2.771 3.057 3.421 3.690
28 | 1.313 1.701 2.048 2467  2.763 3.047 3.408 3.674
29 | 1.311 1.699 2.045 2462 2.756 3.038 3.396 3.659
30 | 1.310 1.697 2.042  2.457  2.750 3.030 3.385 3.646
40 | 1.303 1.684 2.021  2.423 2.704 2971 3.307 3.551
50 | 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 2.937 3.261 3.496
oo | 1.282 1.645 1960 2326  2.576 2.807 3.090 3.291

Tabel 2: Right critical values t,, ), of the ¢-distribution with m degrees of freedom corres-
ponding to right tail probability p: P (T5, > t,, ) = p. The last row in the table are right
critical values of the N(0, 1) distribution: to, = 2,



a=099 099 0975 095 090 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005
0.00 0.00 0.00 0.00 0.02 271 384 502 663 7.88
0.01 0.02 0.05 010 0.21 461 599 738 9.21 10.6
0.07 0.11 0.22 035 058 6.25 781 935 11.3 128
0.21 0.30 048 071 1.06 7.78 9.49 11.1 13.3 149
0.41 0.55 083 1.15 1.61 924 11.1 12.8  15.1 16.8

0.68 087 124 164 220 10.6 12.6 14.4 16.8 18.5
0.99 1.24 169 217 283 12.0 14.1 16.0 18.5  20.3
1.34 1.65 218 273 349 134 155 175 20.1 22.0
1.73 209 270 333 417 147 169 19.0 21.7 236
10 2.16 256 325 394 487 16.0 183 205 232 252

11 2.60 3.06 3.82 4,57 558 173 19.7 219 247 268
12 3.07 3.57 440 523 630 185 21.0 233 26.2 283
13 3.57 411 5.01 589 7.04 198 224 247 277 298
14 4.07 4.66 5.63 657 779 21.1 23.7 261 291 313
15 4.60 523 6.26 7.26 855 223 25.0 275 306 328

16 5.14 581 691 796 931 235 263 288 320 343
17 5.70 6.41 756 867 10.1 248 276 302 334 357
18 6.26 701 823 939 109 26.0 289 315 348 372
19 6.84 763 891 101 11.7 272 30.1 329 36.2 386
20 7.43 826 959 109 124 284 314 342 376 40.0

21 8.03 890 103 116 132 296 327 355 389 414
22 8.64 9.54 11.0 123 140 308 339 36.8 403 428
23 9.26 10.2  11.7 131 148 32.0 352 381 41.6 442
24 9.89 109 124 138 15.7 332 364 394 43.0 456
25 10.5 115 131 146 165 344 377 406 443 46.9

26 11.2 122 138 154 173 356 389 419 456 483
27 11.8 129 146 162 181 36.7 40.1 432 47.0 496
28 12.5 136 153 169 189 379 413 445 483 51.0
29 13.1 143 16.0 17.7 198 39.1 426 457 496 523
30 13.8 150 16.8 185 206 40.3 438 470 509  53.7

40 20.7 222 244 265 29.1 518 558 593 63.7 66.8
50 28.0 29.7 324 348 377 632 675 714 762 795
60 35.5 375 405 432 465 744 791 833 884 920
70 43.2 454 488 51.7 553 8.5 90.5 95.0 1004 104.2
100 67.3 70.0 742 779 824 1185 1243 129.6 135.8 140.2

© o0 g m»&wwug

Tabel 3: Right critical values X%(m) of the x2-distribution with m degrees of freedom
corresponding to right tail probability p: P (XQ(m) > xg(m)) =p.



Volledige oplossingen:

la X neemt alleen positieve waarden aan, de dichtheidsfunctie lijkt maximaal bij 0 en
dalend. Verder komt X uit een continue verdeling. De enige keuze die hierbij past is
X ~ Exp()).

1b Een manier is om te tellen hoeveel punten een bepaalde waarde overschrijden. Bij-
voorbeeld voor de exponentiéle verdeling zijn er 8 uitkomsten groter dan 1.5, dus los op

Omdat Py(X > 1.5) = e~ 19} geeft dit als schatting

1og(0.008)
A=) N30
1.5

Voor de geometrische verdeling zijn er 11 uitkomsten groter dan of gelijk aan 13, dus los

op
11

~1000°
Omdat P,(Y > 13) = (1 — p)'? geeft dit als schatting

B,(Y >

13)

p=1-0.011"12 ~0.31.

1c De dichtheid van X is te schrijven als ¢; - c;* en de kansmassafunctie van Y is van de
vorm cg - czk. De staarten gaan dus even hard naar nul.

2a De verdelingsfunctie van X7 is P(X; < 2) = F(2) = 1 — e™** voor # > 0. Derhalve
geldt

T(A) =PA(Tn > cp) = (PA(X1 > ¢))" = (e72)" = e ™o,

Er moet gelden 7(Ag) = «, dus

o - —log(a)

" n)\o .
Als we dit substitueren in 7(\), dan volgt

T(A) = a0,

2b Als XA = 2)y, dan is Hy waar. Als we toch zouden verwerpen is dat een fout van de
eerste soort. De kans hierop is

T(2)\) = a2/ = o2,

Als A = X\o/2, dan is Hy niet waar. Als we niet zouden verwerpen, dan is dat een fout van
de tweede soort. De kans hierop is

1—7m(N\/2) =1—a /0 =1 /a.
2¢ De p-waarde (overschrijdingskans) is
Py, (T}, > 10) = e 2010 — ¢=200/80 — o=5/2 5 ( 0821 > 0.05.

De nulhypothese wordt niet verworpen.



3a De hypothesen zijn
Hy : p > 450, Hy - p < 450.

Als toetsingsgrootheid nemen we het gestandaardiseerde steekproefgemiddelde.

T_ \/ﬁXn — 450‘
S
De toets is eenzijdig; we verwerpen voor kleine waarden van T. Onder de nulhypothese
heeft T een t-verdeling met n — 1 = 3 vrijheidsgraden. De bijbehorende kritieke waarde
is t3,0.05 = 2.353. Voor onze steekproef vinden we 7' = 2 - _1—?56 = —6, hetgeen in absolute
waarde groter is dan de kritieke waarde. Derhalve wordt Hy verworpen. In de tabel
kunnen we aflezen dat £30.005 = 5.841 en t30.0025 = 7.453 zodat de p-waarde tussen 0.0025

en 0.005 zit.

3b Noem de verwachting na update u,. De nulhypothese en alternatieve hypothese zijn
dan

Ho:p=pu,  Hi:p# po
Schrijf X voor de eerste steekproef en Y voor de tweede. Als toetsingsgrootheid nemen
we nu

r_X-Y
Sp

waarbij

62 (n—1)S% + (n—1)S% (1+1> :S§(+S§,.
n n

b n+n-—2 n n
De toetsingsgrootheid 1" heeft een ¢(2n — 2)-verdeling. Voor onze testresultaten vinden we
dan

414 — 432
V144 + 180

Omdat we tweezijdig toetsen is de kritieke waarde in dit geval ¢ 0.025 = 2.447. We ver-
werpen de nulhypothese dus niet: er is geen significant verschil na de update.

4a De onderzoeker heeft aangenomen dat een willekeurige passant met kans % in Nijmegen
woont.

4b De likelihood functie is

! (1 Y s\ X-Y
L(p) = S =
W=y mox =y ? <2 p) <2> ’

dus de log-likelihood functie wordt gegeven door

1
I(p) = X log(p) + Y log <2 p> +C,

met C' een constante die niet afhangt van p. De afgeleide is

d X Y
i) =S -
dp ®) po5-0p
en als we dit gelijkstellen aan nul vinden we het maximum bij

X
P=ox+y)



4c De dichtheid f(p) van de a posteriori verdeling voldoet voor 0 < p < % aan

f(p) o< L(p) - m(p) o p™ (; —p>y p?=p* T2 (; —p)Y.

Dit lijkt op een Beta verdeling, maar die leeft op [0, 1]. Daarom kijken we naar de verdeling
van ¢ := 2p. Substitueer p = ¢/2 om de a posteriori dichtheid van ¢ te vinden:

9(q) o (%)X+2 @ — g)y = <;>X+Y+2 (1= q) < ¥ -9

Dit is inderdaad de dichtheid van een B, g verdeling, met parameters « = X + 3 en

B =Y + 1. De Bayes schatter voor ¢ is dus a/(a + f3), en als schatter voor p vinden we
1 a X+3

2 a+ B 20X +Y+4)

5a Voor de schatter T} vinden we

n n (%
2 2 2 1
— X;| =— EX{| =2 k-PXi1=k)=—--=--606+1)=0.

De mediaan kan alle waarden in {0,1,...,0} aannemen en mogelijk ook nog de halven
daartussen. Dus voor T geldt

20
Zk P(Ty = k) = Zk P(T, =20 — k) =Y (20 — k)P(Ty = k),
k=0 k=0

waarbij de middelste gelijkheid geldt wegens symmetrie. Derhalve

20 20 20
1 1
:§§ jk.P(ngk)+§§ (20— k) -P(Ta=k)=0) P(Tr=k) =
k=0 k=0 k=0

5b Omdat T} een zuivere schatter is, geldt MSE(T}) = Var(71).
Var(7Ty) = — - Var( ZX —- Var(Xl).
Om de variantie van X; te vinden bepalen we eerst E[X?].
EX7] =) K -P(X1=k) = S

B0+ 1)(20+1) = ée(w +1).

En nu gebruiken we de definitie van variantie:

2
MSE(T}) = Var(T}) = % (E[X7] —E[X1]?) = % <20(20 +1) - <§> ) - 02;;29



5¢ Merk allereerst op dat T, € N, dus T # 6 is equivalent met |T5 — 6| > 1.

Als n oneven is, dan is Mediaan(Xj, ..., X)) gelijk aan de middelste uitkomst, dus een
natuurlijk getal. Dus 75 is even en derhalve T # 6 en |1y — 0| > 1.

Als n even is, dan kan Mediaan(X1, ..., X)) alleen gelijk zijn aan 6/2 als precies de helft
van de X; kleiner is dan /2 en precies de helft groter. De X; zijn onafhankelijk en

P(X; <6/2) =P(X; > 6/2) = 3, dus

0= () (3

Daarom P(|T; — 6] > 1) =1 -P(I =6) 21— (,],) (3)"-
Voor de MSE volgt nu
MSE(T2) = E[(T — 6)?]
=E[(Ty — 0)* | To = 0)P(T> = 0) + E[(T2 — 0)* | Ta # O]P(Ts # 6)

s () () () ()

~1-—

De tweede term gaat naar nul, dus lim,_,. MSE(73) = 1 voor 6 oneven.

5d De MSE van T} gaat naar 0 als n naar oneindig gaat. De MSE van T5 gaat alleen naar
nul als 8 even is, maar dat weten we op voorhand niet. Dus 77 verdient de voorkeur.



